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METODE DE APLICARE A ANALIZEI DISCRIMINANTE
PENTRU DOUA POPULATII

Analiza discriminanta este o metoda care face parte din grupa metodelor explicative
de analizd a datelor. Aceasta metoda utilizeazd o variabila de explicat Y si mai multe

variabile explicative cantitative sau binare notate cu (X X X, )

Principalele obiective ale analizei discriminante sunt:

e determinarea variabilelor explicative care contribuie cel mai mult la diferentierea
claselor definite de variabila de explicat pentru a identifica ponderea influentei
variabilelor explicative in variafia variabilei de explicat prin construirea de
combinatii liniare Tn scopul alegerii celei mai bune;

e construirea unui spatiu discriminant in functie de tipul analizei discriminante,
adica: pentru analiza discriminantd liniara unde variabild de explicat are doud stari
se determina o axa discriminantd Z care explicd apartenenta unei unitati la o clasa
sau alta, iar pentru analiza discriminantd multipla se determind mai multe
combinatii liniare independente de variabile explicative numite (axe
discriminante) fiind necesara analiza spatiului determinat de acele axe care separa
cel mai bine unitatile studiate, in clasele determinate de starile variabilei de
explicat Y;

e repartizarea la o clasa existenta a unitdtilor care nu au fost clasate, cunoscandu-se
nivelul variabilelor explicative si utilizandu-se functiile discriminant care vor fi

repartizate noilor unitati in clasele deja formate.

Metoda se aplica unei populatii de indivizi caracterizate prin variabile continue sau
categoriale si ale cdrei componente sunt impartite in grupuri. Scopul principal al analizei
discriminante este clasificarea uneia sau mai multor observatii noi in aceste grupuri deja

precizate.



In continuare, va fi enuntati problema analizei discriminante.
Fiind datd o variabilda de explicat Y cu k grupe (stari) sip variabile explicative

(X X X, ), trebuie gasitd una sau mai multe combinatii liniare de variabile explicative

de forma:

Z=YalX, (1)

Combinatia liniard din relatia (1) diferentiazd cel mai bine grupele formate prin
raportare la starile variabilei de explicat Y.

Este cunoscut faptul ca matricea de varianta-covarinta totald notatd cu T, se
descompune in doud componente:

e matricea de variantd-covariantd intre grupe notata cu B;

e matricea de variantd-covariantd din interiorul grupelor notatd cu W, determinata

ca o suma de kmatrici de varianta-covariantd din cadrul grupei.
T=B+W (2)

In continuare, vom efectua o analizd a variantei, utilizdnd ecuatia de descompunere a

variantei totale pentru o variabild X,, in scopul determinarii puterii de discriminare a
fiecarei variabile.Varianta totald este egala cu suma variantei dintre grupe si varianta din

grupe.

Ecuatia de descompunere a variantei totale pentru o variabila X, are urmatoarea

forma:
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Pentru masurarea puterii de discriminare a variabilei X,, se utilizeaza urmitorul

raport de determinatie:

Variatia dintre grupe

rz(XnY): 4)

Variatia totala



Raportuldinrelatia (4) cu cat tinde mai multcatrevaloareal cu atat puterea de
discriminare a variabilei X, este mai mare.
Vomutilizavariabila Fisher notatd cu F care permite aflarea variabilelor care sunt

semnificativ discriminante, avand un nivel de semnificatie P = prob(F(k —1;N —k)> F).

Variabila Fisher F este de forma:

o Variatia dintre grupe/k —1

= (5)
Variatia din grupe/ N —k

Problema analizei discriminante consta in cautarea uneia sau a mai multor directii
in care varianta totala T se descompune in cele doud componente ale sale, efectuandu-se

operatia de minimizare a lui W si operatia de maximizarea lui B.
Axele discriminante Z sunt considerate ca fiind vectorii proprii ai matricii (T‘IB),
iar numarul axelor discriminante Z este egal cu min(p;k-1).

Variabilei discriminante (Z,) 1i este asociati cea mai mare valoare proprie, si
variabilei discriminante (Z,) ii corespunde cea de-a doua valoare proprie, fiind necorelata
cu prima variabild cor(Z,,Z,)=0.

Variabilei discriminante (Z,) ii va corespunde cel mai mare raport de corelatie, iar
raportul de corelatie dintre(Z,)si variabila de explicat Y , notat cu R(Z,,Y) este mai mic

decat in cazul primei variabile discriminante, s.a.m.d.

Prin urmare putem afirma ca, variabilele discriminante nu sunt corelate intre ele.

In scopul determinirii numirului de variabile discriminante ce trebuie luate in
considerare se utilizeaza testul Wilks care determind care sunt ultimele q rapoarte de

corelatie nule. Testul statistic Wilks are urmatoarea forma:

7, = N-&(2,.7) 6)

m=k—q+1

In cazul in care X are valori mici, atunci ipoteza este respinsa.



Bartlett(1954) siRao (1973) au efectuat diferite studii cu privire la legile de
aproximare a distributiei X, pentru calcularea nivelului de semnificatie.

In studiul sau, Bartlett a considerat cd forma y> = fn-1-(p+g¢)/2]mn 4, ()

se poate aproxima cu o lege ¥ ® care are q(k-1) grade de libertate, in special atunci cand
numarul de clase k& este mai mare decat 2 sau 3.

Prin urmare, putem spune ca testul lui Wilks masoara puterea de discriminare totala a
axelor noi. Cu cat valoarea lui ¥ este mai micd cu atat creste puterea de discriminare a

axelor, iar axele de discriminare Z, care au o putere de discriminare mica nu se vor lua in

m

calcul.

Daca dorim sa interpretam statistic axele discriminante vom studia legatura dintre
axele discriminante si variabilele explicative cu ajutorul coeficientilorfunctiilor si
coeficientilor de corelatie dintre axa discriminanta si fiecare variabila explicativa.

Pe baza unei reguli de decizie variabilele discriminate sunt utilizate pentru
repartizarea unitdfilor in grup.

In cazul in care existd numai doui axe atunci regula de decizie se poate realiza foarte
usor, dar in cazul cand sunt mai multe axe acest lucru nu se poate realiza decat daca se

calculeaza probabilitatile de apartenenta la grupe diferite, dupa cum urmeaza:

ph(x)zProb(Yzh/Xj=x1,...,Xp=xp) (8)

In cazul in care vectorul X al variabilelor explicative (X X X p) urmeaza o lege
multi-normald N( 'y, , o )probabilitatile pentru fiecare grupa le vom determina dupa cum
urmeaza:

py(x) =228 ) 9)
2 expg,(x)

Functiile discriminante sunt variabilele g,(x) fiind estimate prin g, (x) , astfel:

_ !l— — — -
gh(x):—EXhS 'X,+X,S7X, x, =(X,,X,,...X,)(10)

unde S reprezinta matricea de variantdsicovariantd din grupe.



Atunci, putem estima probabilitatea p,(x) , astfel:

_ expg,(x)
Dy(x)=——="——
zexpg,(x)

(11)

Conform relatiei (11) putem spune ca fiecare unitate va putea fi repartizata in grupa
in care se inregistreaza probabilitatea cea mai mare, iar prin utilizarea regulii de decizie
optimala stabilite noile unitati se pot repartiza n grupele deja formate in functie de nivelul
inregistrat de variabilele explicative.

Valorile inregistrate de functiile discriminante estimate se pot calcula pentru fiecare
noua unitate ce trebuie repartizatd intr-o grupa, adica g,(x).

Printre metodele de aplicare a analizei discriminante pentru doud populatii regasim

metoda de separare si metoda de clasificare.In continuare vom prezenta in detaliu cele doud

metode.

o Metoda de separare

Sa presupunem ca avem doud populatii. FieX,,X,,...,X, celen, observatii

dinpopulatia 1 s1 fie X, ,,, X ...X . celen,observatiidinpopulatia 2.

nj+l’ np+22°°°2 nj+ny

Denotatca X, X,,....X, , X, ,, X X

ny+l’ nj+22°°°

sunt vectori p x / —dimensionali.

I’I]+I’l2

Metoda discriminantd a lui Fisher constd in proiectarea acestor vectori px/

—dimensionali din spatiul R”*’

in spatiul ® prin intermediul unei functii liniare /(X )=a'X
in incercarea de a separa cele doud populatii cat mai mult posibil, unde a este un vector
pxI— dimensional. In continuare, va fi prezentatd metoda discriminanti a lui Fisher dupa

cum urmeaza:

Sa se gaseasca vectorul a ce maximizeaza functia de separa‘;ie|S (a)

9

-,
S(a)=—"-—2
(a) S

(12)

Y



n ny+ny ny+ny

] _ —
XY, 2 2 =Y) + XX =L
, sz — i=np+1 , S)% — i=1 i=np+1 , (13)
. n, n +n,—2

si Y =a'X,i=12,..n +n, (14)

Reprezentarea intuitivd a metodei discriminante a lui Fisher, in masura in care se

poate de a gasi a, este ilustrata grafic in figura de mai jos (a se vedea Figura 1.).

® P XXl T T
(X)=a'X (X)=a'X I(X)=a'X
® Ffsads | [P
- | 44— {1 3

Figura 1. Reprezentarea intuitiva a metodei discriminante a lui Fisher

i Y, -7 - < 4 . T
Intuitiv, S(a) = % masoara diferenta dintre transformate, adica Y, —Y, In raport cu
Y

deviatia standard a esantionului S,. Daca observatiile transformate Y,,Y,,...,Y, sl

m ]

Y ...Y Y, ., sunt complet separate,

m+12 T +22° 72 T ni+n,

Y, - 172‘ trebuie sa fie mare ca variatia aleatorie a

datelor transformate reflectate de S, este de asemenea luata in considerare.



Rezultat important:
Y-

Y

Vectorul maximizeaza separarea |S(a)| = care este de forma:

st (X, -X,) (15)

cumulat

(my =1)S; +(ny =1)S,

unde Scumulat = n +ny — 9 5 (16)
> (- X, - X,
S] = =l (17)
n—1
ny+ny - — v
Z (Xi _XZXXi _Xz)
S2 — i=n|+1 (18)
n, —1
ny n1+n2
X, X
siunde X, ="1— i X, =210 (19)
n, n,
Justificare:
ny n| n
AEDICD A DI ¢
Y — i=1 — i=1 :at i=1 :at v
1 nl nl nl 1 (20)



In mod similar, ¥, =a'X,

n m

n B B B B
De asemenea, Z(Yl _Yl)2 = Z(a’Xi —alX1)2 = Z(atXi —atXIXa’Xi —a’XJ
i=1 i=1 i=1

n1+n2 n1+n2
N o r
In mod similar, Z (Yi_YZ)Z_a Z (Xi XZ)(Xi Xzy a
i=n+1 i=n;+1
n B ny+n, B
S-nf+ X W-n)
Astfel, s2 = =1 i=m +1
n +n, —2
n nl+n2
at[Z(Xi)?l)(Xi)?l)t]a+al Z (Xi_)?Z)(Xi_)?Z)Z a
_ i=1 i=n;+1
B n1+7’l2—2
B n] o o n]+n2 o . ]
Z(Xi_XIXXi_XI)t"' >, (x; - X, X, - X, )
—a' i=1 i=ny+1 u
n +n, =2

_ a{(nl —1)S, +(n, —1)S,

_t
a=a Scumulata
nl + n2 — 2
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Astfel, S(a)= h-f _a (¥, - X.) S(a) 21)
S, a's a

cumulat

a pot fi gasite prin rezolvarea ecuatiei bazat pe prima derivata S(a),

aS(Cl) _ (‘Yl _)?2) 1 dlx, - x 2Scumulata =0
_ _Z - = 22
aa \Y atScumulata 2 ( 1 2)(atSCW’lUlafa)3/2 ( )

Dupa o simplificare suplimentara obtinem:

X, _)?2 — {“t()_(l —)_(2)

a's :|Scumulat a (23)

cumulat 4

Inmultita cu inversul matricei S ,,,,, pe cele doud parti obtinem:

- = "X, -X
%_&ZFL¢_QQ, (24)
LS
a Ocumular 4
"X, -X - .
Deoarece a[(]—z) este un numar real Ob'glnem .
a Scumulata
A -1 == -
a=c¢ Scumulat (Xl - XZ) (25)

unde ¢ este 0 constanta.
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e Metoda de clasificare

Sa presupunem ca avem o observatie notatd cu X,. Apoi, pe baza functiei

discriminant /(X)=a'X putem aloca aceastd observatie unei clase.
Rezultat important:

Alocarea lui X, a populatiei 1 in cazul in care

A

Y,=a'X,=(X,-X,) S, ..X, >

1
pooled ™0 =
=~ (T -X) 5,0(% + X)) 26)

SO 1= -
Altfel, daca Y, = (X, _XZ)th;l)oledXO < E(Xl - X, )t Sg;l)oled

(X, +X,) , atunci alocim X,

populatiei 2. In figura 2. este prezentata clasificarea populatiei 1 si 2.

X Mozl Xy Xgzansy X
R* iy ' X, s
......... - — S . S—
(X)y=a'X
v v
R I
= x 1_-+}T~ o =
I I % T, I
Populatia2 Populatial

Figura 2. Reprezentarea clasificarii celor 2 populatii

h+b

Daci Y,se aflid pe partea dreapti de , atunci se aloca X, populatiei 1 si

invers.
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