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CONSTRUIREA UNUI MODEL CU UNA SAU MAI MULTE
VARIABILE DE RASPUNS BINAR

In lumea afacerilor exista o serie de variabile interesante care sunt dihotomice, cum
ar fi : consumatorii iau decizii daca sa cumpere sau nu, un produs poate trece cu bine sau
poate sa esueze intr-un control al calitafii, exista riscuri de credit bune sau rele. Regresia
logistica este de regula preferata in locul analizei discriminante in cazul in care exista doar
doua categorii de variabile dependente.
valori ce se pot prezice, adicd probabilitatea (p) este 1 si nu 0, adicd evenimentul/persoana
apartine numai unui grup si nu celuilalt. Regresia logistica formeazd cea mai buna ecuatie
sau functie folosind metoda verosimilititii maxime, care maximizeazd probabilitatea
clasificarii datelor observate in categorii potrivite, data fiind regresia coeficientilor.

Existd doud mari utilizari ale regresiei logistice:

e prima este anticiparea membrilor grupului deoarece regresia logistica calculeaza
probabilitatea de succes raportatd la probabilitatea de esec, rezultatele analizei
sunt sub forma unui raport de probabilitate (oddsratio);

e regresia logisticd oferd, de asemenea, informatii despre relatiilesifortele dintre
variabile.

Premisele regresiei logistice sunt:

e regresia logisticd nu porneste de la premisa ca existd o relatie liniard intre
variabilele dependente si cele independente;

e variabilele dependente trebuie sa fie o dihotomie (doud categorii);

e variabilele independente nu trebuie sd fie In mod necesar nici intervale, nici
distribuite normal, nici liniar legate, si nici dispersate in mod egal in cadrul
fiecarui grup;

e categoriile (grupurile) trebuie sa se excludd reciproc si complete, un caz poate
exista doar intr-un grup si fiecare caz trebuie sd fie un membru al unuia din

grupuri.



e sunt necesare esantioane de date mai mari decit ca pentru regresia liniara
deoarece coeficientii maximi de probabilitate sunt estimati la un numar mare de

modele (este recomandat un numar minim de 50 de cazuri pe predictor).

Ecuatia regresiei logistice

In timp ce regresia logistica da fiecarui dispozitiv de predictie un coeficient “b” care
masoara contributia sa independenta la variatii in variabila dependenta, variabila dependenta
poate lua doar una din cele doua valori, adica 0 sau 1.

Ceea ce vrem sa anticipam din informatia variabilelor relevante independente si a
coeficientilor este prin urmare, nu o valoare numericd a unei variabile dependente ca in
regresia liniard, ci mai degraba probabilitatea (p), care este mai degraba 1 decat 0
(apartindnd numai unui grup si nu, celuilalt).

Dar chiar si folosirea probabilitatii ca si variabilda dependentd este defectuoasd, in
principiu pentru ca predictorii numerici pot aparea Intr-o gama nelimitata.

Daca l-am exprima pe (p) drept o functie liniara de investitie, e posibil sa ne aflam in
situatia 1n care predictdm ca p este mai mare decat 1 (ceea ce nu poate fi adevarat, deoarece
probabilititile pot lua valori doar intre 0 si 1).

In plus, pentru ci regresia logistica are doar doua valori y — in categorie sau nu — nu
este posibil sa trasdm o dreaptd de regresie (precum in regresia liniard).Din pacate, incd o
transformare matematicd — o transformare logaritmica — este necesara pentru a normaliza
distribuirea.

Aceastd transformare logaritmicd a valorilor (p) intr-o distribuire logaritmica ne
permite sd credm o legatura cu ecuatia de regresie normala.

Distributia logaritmica sau transformarea logistica a lui (p) este numita logit (p), care

reprezinta raportul probabil ca variabila dependenta este 1 si este definita astfel:

logit(p) =log|p /(1= p)|=tn[p /(1 - p)] (1)
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Figura 1. Distributia logaritmica

Intrucét (p) poate varia numai de la 0 la 1, scala logit (p) variaza de la —oolaoo(a se
vedea Figura 1.), si este dispusa simetric in jurul functiei logit de 0.5 (care este zero).

Formula (2) prezinta relatia dintre ecuatia de regresie obisnuitd (a+bx +... ), care este
formula unei linii drepte, si ecuatia de regresie logistica.

Formula ecuatiei de regresie logistica este:

logit[p(x)]=log {ﬂ} =atb x|+ byxyt bsxz (2)

1-p(x)

Aceasta aratd precum o regresie liniara sidesi, regresia logistica gaseste o ecuatie ce i
se potriveste mai bine, asa cum face si regresia liniara, principiile dupa care se realizeaza
acest lucru sunt diferite.

In loc de folosirea criteriului deviatiei celor mai mici patrate pentru cea mai buni
potrivire, aceasta utilizeaza metoda verosimilitatii maxime (LL), care mareste la maxim

probabilitatea de a primi rezultatele observate, dati fiind coeficientii de regresie potrivifi.



O consecintd a acestui fapt este corectitudinea potrivirii si statisticile generale de
semnificatie folosite in regresia logistica, fiind diferite de cele folosite 1n regresia liniara,
formula (3), si poate fi privita ca rescrierea formulei (2):

exp (a+bpxj+brxs+b3x3+...)

- ]+ exp (a+bjxj+brxr+b3x3+...) (3)

unde:

p - probabilitatea ca un caz si fie dintr-o anumitacategorie;
exp- baza logaritmilor naturali (e= 2.72);

a - constanta din ecuatie;

b - coeficientul variabilei predictor.
In concluzie, regresia logistica — include potrivirea unei ecuatii a formei cu datele:

logit (p)=a+b,x, +b,x, +b,x, +... 4)

Interpretarea probabilititii logaritmice si a raportului de probabilitate

Coeficientii logit standardizati sunt coeficientii ,,b” (valorile pantei) din ecuatia de
regresie. Panta poate fi interpretatd drept schimbarea in valoarea medie a lui Y, dintr-o
unitate de schimb in X.

Regresia logisticd calculeaza schimbarile in probabilitatea logaritmica a variabilei
dependente, nu modificarile in valoarea variabilei dependente, asa cum face regresia celor
mai mici patrate (OLS).

Pentru o variabila dihotomica, sansele de a fi membru al grupului tinta sunt egale cu
probabilitatea de a fi membru in grupul tintdimpartit la probabilitatea de a fi membru in
grupul celalalt.

Un concept important il reprezintd raportul de probabilitate (OR), care estimeaza
schimbarile 1n sansele apartenentei la grupul {intd pentru o crestere de o unitate la predictor,
fiind calculat prin folosirea unui coeficient de regresie al predictiei ca fiind exponentul sau

exp.
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Figura 2.Valoarea raportului de probabilitate

Valoarea raportului de probabilitate ( a se vedea Figura 2.) poate varia de la 0 la o si
indica cat de probabil este ca o observatie sd fie mai degraba parte din grupul tintd decat

membru al celuilalt grup.
Construirea modelului. Verosimilitatea logaritmica

La fel ca in cazul regresiei liniare, incercam sa gasim o linie de potrivire perfecta, dar
pentru ca valorile lui Y pot varia doar intre 0 si 1, nu putem folosi metoda celor mai mici
patrate.

Verosimilitatea maxima (ML) este utilizata pentru a afla functia care va maximiza
abilitatea noastrd de a predicta probabilitatea lui Y bazatad pe ceea ce stim despre X. Cu alte
cuvinte, (OR) gaseste cele mai bune valori pentru formula (2).

Probabilitatea se refera la sansele care exista. Intotdeauna inseamni probabilitate sub

o ipotezd specifica.



In regresia logistic, sunt importante doua ipoteze:

e ipoteza nuld, atunci cand toti coeficientii din ecuatia de regresie iau valoarea zero;

e ipoteza alternativd care aratd cd modelul cu predictori ce este luat acum in

considerare este precis, si diferd semnificativ de multimea vida z, de exemplu
ofera Tn mod semnificativ ceva mai mult decat probabilitatea si nivelul de
predictie intamplator al ipotezei nule.

Apoi, lucrdm la probabilitatea observarii datelor pe care chiar le-am observat sub
fiecare din aceste ipoteze. Rezultatul este de obicei un numar foarte mic, si pentru a fi mai
accesibil, este folosit logaritmul natural, producand o verosimilitate logaritmica(LL).

Probabilitatile sunt intotdeauna mai putin de una, asa ca LL este intotdeauna
negativa. Acestea reprezintd baza pentru testele unui model logistic.

Testul raportului de probabilitate este bazat pe raportul -2LL. Este un test al
semnificatieidiferentei dintre raportul de probabilitate -2LL. pentru modelul de cercetare cu
predictorii, numit modelul chi patrat (Chi-Square sau y°) minus raportul de probabilitate
pentru modelul standard cu doar o constanta in el.

Semnificatia la nivelul .05 sau mai scazut inseamna ca modelul de cercetare cu
predictori este diferit In mod semnificativ fatd de cel cu doar o constanta (toticoeficientii “b”
filnd zero). Aceasta madsoarda imbundtdfirea pe care o fac variabilele explicative in
comparatie cu modelul nul, iar y’este folosit pentru a conferi semnificatie acestui raport.

Cand probabilitatea esueazd sda ajunga la nivelul de semnificatie de 5%, pdstram
ipoteza nuld, stiind ca variabilele independente (predictorul) nu au efecte de crestere (nu fac

nicio diferentd) in a predicta variabila dependenta.

Obtinerea parametrilor modelului

In practica, putem simplifica o notatie avand doar un singur parametru 8 in loc de
doi parametrii asif.

Daca problema noastra initiala este formulata astfel incat: y=a +x-f+ &, vom
rescrie aceasta ca: y = [1,x]-[a, B]" +¢.

Daca notim acum ' =[a,B]" si x'=/[1,x], atunci vom putea si formulim aceeasi
problema cu numai ,,un” parametru de model g':y=x"- 4" +¢.

Dar aceasta nu este altceva decat o schimbare de notatie.
8



Avem nevoie de incd doi parametri pentru a determina, dar simplificand notatia

noastra, astfel incat sa avem nevoie acum pentru a estima parametrul 3.
De acum, vom nota ' ca Bsix’'ca asi problema noastra va fi, prinurmare, de a
obtineparametrulmodelului, fcandy =x-fF+¢.

Daca am facut n observatii, cu y,rdspunsuri si x, predictori, putem defini:

Y=[y,Y5 ¥, ]’
X=[x,x,,., xn]T.

Sistemul pe care dorim sa-1 rezolvdm pentru a gasi parametrul f estescris ca:
Y=X-8
Solutia minima a erorii patratice a acestui sistem se afla dupa cum urmeaza:
Y=X-B
X" y=x"-X-p
B=(X"-X)"-X".Y.
Avem nevoie doar pentru a evalua expresia (X' -X )" - X" -Y si am gisit f care

minimizeazasumapdtratelorrezidurilor.

Regresia logistica multipla

Regresia logistica este Tn general considerata ca o metoda de modelare in situatii
pentru care existd o variabila de raspuns binar.Variabilele predictor pot fi numerice sau
categoriale (inclusiv binar).

Regresia logisticd multipld poate fi utilizatd atunci cand existd mai mult de doua
rezultate posibile pentru raspuns. In continuare ne vom axa doar pe rispunsul binar.

Consideram Y variabila de rdspuns binar si presupunem cd P(Y =1) este posibil

dependent de X, un vector cu valorile predictorului.



Scopul este de a modela:

p(x)=P(Y=1]X) )

Deoarece Y este binar, modelarea lui p(x) este realmente modelarea lui E(Y |X),
care este exact ceea ce face metoda celor mai mici patrate cu rdspuns numeric.

Metoda celor mai mici patrate este o metoda folositd pentru estimarea parametrilor
necunoscuti in modelul regresiei liniare.

Daca avem un model p(X) ca o functie liniara cu variabilele predictor (variabile de
regresie) B, + f,x, +..+ B,x, , atunci modelul poate duce la probabilitati estimate care
sunt in afara intervalului [0,1]. Pentru a functiona mai bine se presupune ca:

Po+Pi1x]+..+Ppx
exp pp

p(x) = I+ expﬂ0+ﬂ1x1+---+ﬂpxp (6)

unde x,,.., x, poate fi setul original de variabile explicative, dar predictorii pot sd includa

variabile transformate si construite.
Este gresit sa presupunem cd variabilele explicative netransformate sunt tot ceea ce
este nevoie vreodata. De exemplu, in cazul in care existd doar doud variabile explicative, si,

apoi un model de ordinul Intai care tocmai foloseste v, si v, ca predictori poate sa nu fie
adecvat, dar un model de de ordinul al doilea folosind x, =v,, x,=v,, x, =v;, x, =v;, &
X, =Vv,v, poate oferi o potrivire buna.

Se poate observa ca:

log L)?)_J =By +Bx +..+B,x, (7)
1-p(%)

unde log(p(x)/[1— p(%)]) este numit logit.

In timp ce modelul pentru p(X )este ceva mai complicat, modelul pentru logit este
liniar la predictori.

De asemenea, indiferent de ce valoare este g, +f,x, +..+fB,x, estimarea

corespunzatoare a p(X) va fi cuprinsa intre 0 si 1.

10



Parametrii necunoscuti (coeficientii f3,, 5,,.., B, ) sunt in general estimati de

maximizarea probabilitatii, I, {p( x)”" [] - p(X, )] i }, care este doar o expresie pentru

PY,=y,,..Y, =y, |X,.X, ).
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